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A análise da complexidade de um algoritmo é se­
gundo Aho e Ullman /AHO 7 4/ o coração da Ciência da Computação. 

Várias medidas de complexidade de um algoritmo sur­
giram historicamente, mas sem dúvida um<i\ das mais importan~ 
tes é a medida. de tempo./COO 83/. Esse trabalho tratará da 
complexidade de tempo de algoritmo, usando o termo comple­
xidade, simplesmente. 

A complexidade de um algoritmo em muitos casos 
não depende só do tamanho da entrada, mas de certas pro­
priedades da entrada, como por exemplo no problema de or­
denar uma lista de números. Ordenar urna lista em que quase 
todos seus elementos estão ordenados, não requer o mesmo 
esforço necessário para ordenar urna lista de mesmo tamanho, 
mas com os elementos em grande desordem. Neste caso convém 
estudar a complexidade do caso médio, que é a média ponde­
rada da complexidade de cada entrada possível e a probabi­
lidade de sua ocorrência. A complexidade do caso médio po­
de ser mais significativa que a complexidade no pior caso, 
como no estudo de algoritmos de procura heurística, em Inte 
ligência Artificial. Para esses àlgoritmos o pior caso ten=­
de a ser pessimista, todo algoritmo tem um caso em que fun­
ciona de maneira muito enificiente. Além disso é difícil de 
finir limites precisos do pior caso, sendo urna análise pro 
babilística mais natural /HUY 80/. Seguidamente, entretan=­
to, encontrar a distribuição probabilistica, para as instâ~ 
cias, que melhor se adapta ao caso, não é fácil, pois adis 
tribuição pode mudar de maneira imprevisível com o tempo~ 
dificultando a análise da complexidade média. Além disso es 
sa análise não nos diz coisa alguma sobre o cornportamentode 
um algoritmo para uma instância particular. Neste trabalho 
será analisado somente a complexidade no pior caso, que por 
simplicidade será chamada só complexidade. 

A identificação de P (conjunto dos problemas re­
solvíveis deterministicarnente por algoritmos de complexida­
de polinomial) como a classe dos problemas tratáveis tem si 
do, em geral aceita /coo 83/, apesar de um algoritmo O (nlOOO) 
ser um algoritmo bem ruim, um problema que não possui algQ 
ritmo polinomial certamente é intratável. 

Outras classes importantes de problema são: NP, 
conjunto dos problemas resolvíveis não deterrninisticamente 
por algoritmo de complexidade polinomial e NP-completo, con 
junto de problemas NP com a propriedade adicional de que 
a existência de algoritmo polinomial e determinístico, que 
o resolva, implica em P = NP (P ç NP trivialmente). 
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O fato de existirem centenas de problemas na elas 
se NP-completa fortifica a conjectura de que P f NP. 

A pertinência de um problema à classe NP - comple 
ta é segundo Cook /COO 83/, para efeito prático o limite 
inferior de complexidade do problema, o qual pode ser in­
terpretado como intratável. 

Existem mui tos problemas NP - completos na área 
de otimização, Teoria dos Grafos e de Pesquisa OperacionaL 
Os algoritmos conhecidos que os resolvem são portanto de 
complexidade não polinomial, o que torna-os impraticáveis 
para instâncias grandes. Felizmente muitas aplicações que 
requerem soluções para esses problemas não exigem uma sol~ 
ção exata. Baseados nesse fato osprojetistas de algoritmos 
desenvolveram novos métodos de solução de problemas, que e~ 
contram as soluções aproximadas, esses métodos são chama­
dos algoritmos aproximativos ou heurísticos. 

As duas principais classes de algoritmos aproxi­
mativos são: uma que garante sempre uma solução próxima da 
solução procurada e outra que produz uma solução ótima ou 
quase ótima, quase sempre /WEI 77/. Essa segunda é a clas­
se dos algoritmos probabilísticos de grande utilidade em 
Criptoanálise. Este trabalho tratará somente da primeira 
classe de algoritmos, que serão chamados pelo nome genéri­
co de algoritmos aproximativos. 

2. ALGUMAS DEFINIÇÕES 

Todas definições apresentados nessa secção sao 
baseados nos trabalhos de /GAR 79/ e /HOR 78/. 

Um problema de otimização combinatorial pode ser 
um problema de minimização ou maximizaçao e e caract~riza­
do por uma terna constituída por um conjunto de instâncias, 
uma função candidata e uma função valor de solução. 

Assim, se n é um problema de otimização, então 
n= (D , S , m ) , onde D é o conjunto de instâncias de TI; 

TI TI TI TI 
STI é a função que associa a cada instância I E DTI um con-

junto finito S (I) de candidatos a solução para I; e m fun TI TI 
ção que atribui a cada instância I E Dn e cada candidata 
a solução a E S (I) um número racional positivo m (I,a), cha TI TI 
mado valor solução para cr. 

Seja 11 um problema de otimização (minimização/ma­
ximização) , uma solução ótima para uma instância I E D é 
uma candidata a solução a* E S (I) de melhor valor, i.TI é 

TI 
tal que para todo cr ES (I), m (I,a*) < mTI(I,a) (mTI(I,cr*) > 

n n -
m (I, a)). E chama-se OPT(I) a m (I,cr*). 

TI TI 

Um algoritmo A é dito um algoritmo aproximativo 
para, um problema n = (DTI, STI, mn) sss para qualquer ins-
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tincia I E Dn, A encontra o E s,{I) uma candidata a 
ção. E se diz que A(I) = m (I,oJ. 

1T 

solu-

Um algoritmo A tai que para toda instância I E 

OPT(I) é dito algoritmo de otimização para 'IT. 

3. MEDIDAS JJE QUALIDADE DE ALGORITMOS APROXIMATIVOS 

Os algoritmos aproximativos produzem uma aproxi­
mação da solução exata, mas então é preciso quantificar es 
ta proximidade, para medir a qualidade do algoritmo. 

Sejam 1T um problema de minimização (ou maximiza­
ção) , I uma instância de 1T (I e: D'IT) e A WTL algoritmo aproxi 
mativo para 'IT, a razão RA(I), qualidade de A para I, é de= 
finida por 

RA (I) = 
A(I) (ou RA (I) = OPT(I) 

) ' 
OPT(I) A( I) 

a gualidade absoluta de A, RA é dada por: 

R = A inf{r > 1 I R]l,/I) 2_ r para toda instância I E: D } 

e de qualidade assintótica R~ é dada por 

00 + 
RA inf{ r ~ 1 I para algum N E Z , RA (I) 2_ r para todo 

I E D'IT satisfazendo OPT(I) > N} 

Muitas aplicações exigem uma qualidade m1n1ma p~ 
ra aceitação de um algoritmo. Esta exigência é posta como 
requerimento de exatidão. E: > O, apartir dos quais são de 
finidos esquemas aproximativos. ~ usado o termo esquema, 
porque para cada E: é definido um algoritmo A • 

E: 

Dado um problema 'IT, um esquema aproximativo é um 
algoritmo A tal que dado um requerimento de exatidao E, de 
riva um algoritmo A tal que para uma instância I E: D , 

E 1T 

RA (I) 2_ 1 + E:. 

E 

4. EXEMPLO 

Para ilustrar é apresentado aqui um algoritmo apro 
ximativo para o Problema do Mínimo Equivalente em Grafos 
(MEQ), esse algoritmo é devido a J. L. Szwarcfiter /SZW 85/. 

Problema MEO: "dado um digrafo D, encontrar o me 
nor subgrafogerador de D que ·preserve sua alcançabilida­
de". 

'lf 
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Este problema é NP-difícil. O algoritmo aproxim~ 
tivo de J. L. Szwarcfiter tem RA ~ 2. 

4.1 -Algoritmo 

o algoritmo foi desenvolvido para dígrafos forte 
mente conexos,rnas uma modificação é sugerida para adequá= 
-lo a dígrafos não fortemente conexos. 

Algoritmo 

entrada: D = (V,E) 

l. c +-fH; i +- 1; 
2. Escolha arbitrariamente um ciclo c1 em D e faça 

3. o1 +- c1 ; C+- CU {nodos de c1 }; 

4. Enquanto C t V faça 

5. Apa:rrtir de v encontre w em De P(v,w) t.g. v, w e: C e 

6. exceto pelos extremos v e w, P(v,w) não contém 

7. 

8. 

9. 

10. 

ll. 

nodos de C; 

Ci+l +- P(v,w) + um caminho de w a: 

0 i+l +- 0 i + Ci+l; 
C +C u {nodos de C. 1 } ; 

l+ 
i +i+ l; 

12. fim-enquanto 

13. fim-com-saída: D. 
]_ 

v de D .. 
l 

Se o digrafo não é fortemente conexo, aplique o 
algoritmo para cada componente fortemente conexo e depois 
inclua as arestas (s., s.) de D, sendo s. e s. nodos de 

1 l l J 
componentes fortemente conexos diferentes. 

4.2 Complexidade do algoritmo 

A linha 2 tem complexidade O (max{ I V I , I E I } ) . Na li 
nha 5, apartir de v é construido um caminho P(v,w), até atin 
gir um nodo w e D. Neste'caminho cada aresta de D é conside 
rada no máximo uma vez. A complexidade total do algoritmo 
é então O(max{ lvl, !Eill. 

4.3 Qualidade do algoritmo 

Quanto a qualidade do algoritmo se pode conside~ 
rar dois casos: 

Caso 1: D fortemente conexo 

A saída do algoritmo, Di, é o digrafo constituí­
do dos ciclos c1 , c2 , ... , Ci. O primeiro ciclo C1 cobre 
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n 1 > 1 nodos e tem n 1 arestas. Cada ciclo subsequente cj 

1 < j .::_ i, cobre nj > 1 novos nodos (não cobertos por cl' 
c2 , ••• , c. . ) e tem precisamente n. + 1 arestas nao per-

, ~-] J 
tendentes a ciclo algum entre cl, c2, ... , cj-1. 

i 
E 

j=l 
n. 

J 
I vi 

i 
E o número de arestas de D. é (E n.+l)-1 = 

~ j=l J 

i 
HE 

j=l 
n-1 

j 

= i+ Jvl - 1 

< 2 lvl 1 

Então a solução éncontrada pelo algoritmo aproxi 
mativo éS< 2 V -1, enquanto a solução ótima é S*~JvT 

s 
s* 

<21v1-1 
- lvl 

< 2 

Caso 2: D nao é fortemente conexo 

Se o digrafo não é fortemente conexo as arestas 
que conectam os diferentes componentes ocorrem na solução 
aproximada, na mesma freqtiência que aparecem na solução exa 
ta, portanto a relação RA < 2 se mantém. 

5. RESULTADOS CORRELATOS 

Algoritmos aproximativos resolveram satisfatoria 
mente mui tos problemas, mas para_ outros problemas não foi 
possível obter-se um bom algoritmo aproximativo, outros ain 
da possuem algoritmos pseudopolinomiais. Neste secção es-­
tas questões são consideradas. 

5.1 Problemas que não admitem algoritmo aproximativo poli­
nomial 

O problema do Caixeiro Viajante é um dos mais co 
nhecidos problemas NP-completos e pode ser definido assim~ 

Problema C V: Seja um conjunto finito C = {c 1,c2" ... 
c0 } de cidades e d(c., c.) E z+ a distância entre as ciaa . ~ J 
des c. e c. E C. A questão é achar o menor percurso para o 

J_ J 
Caixeiro Viajante, que saindo de uma das cidades visite to 
das as outras cidades exatamente uma vez e retorne a cida= 
de de origem. 
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Este problema, interpretado na Teoria dos Grafos 
consiste em achar um circuito hamiltoniano de custo mlnl­
mo, para o grafo G = (V,E), onde V=C conjunto de cidades 
e E, o conjunto de arestas, é definido como o conjunto de 
todos pares (c., c.) tal que d(c., c.)< oo, d dá o custo 

- 1 J l J 

I 

de cada aresta e o custo de um caminho em G é a soma dos 
custos de cada aresta do caminho. 

Através da Programação Dinâmica é possível proj~ 
tar um algoritmo para o problema CV com complexidade 

O(n2 2n) /TOS 86/ que é bem melhor que o algoritmo trivial 
que o eriumera os n! permutações dos n nodos do grafo. Mas 
seria interessante se obter um algoritmo aproximativo de 
complexidade polinomial. Infelizmente a existência de tal 
algoritmo implica em P=NP /GAR 79/. 

5.2 Transformação Polinomial 

Dados dois problemas NP-completos ~ 1 e ~ 2 , ~ 1 p~ 

de ser transformado polinomialmente em ~ 2 , segundo o dia­

grama abaixo e o algoritmo A2 que resolve ~ 2 pode ser usa­

do para resolver ~ 1 . 

dados I dados solução solução 
de ~2 algoritmo para ~2 transf. para ~1 de ~1 tra~f. 

rx>llnoffilal de~ pollnarual 

Assim, se ~ 2 tem algoritmo polinomial que o re­

solva, ~ 1 também tem. 

Logo, é de se esperar que se ~ 2 tem ~ algoritmo 
aproximativo A2 de tempo polinomial, o mesmo metodo gere um 
algoritmo aproximativo polinomial, Ai, para ~ 1 . Infelizmen 
te isto não acontece. 

Sejam os dois seguintes problemas de Teoria dos 
Grafos: 

Problema do Máximo Conjunto Independente (MCI): 
Dado um grafo G = (V,E), V' < V é um conjunto independente 
se Vu, v E V (u,v) i E. Um conjunto máximo independente é 
um conjunto independente V tal que para todo conjunto max 
independente V' V' -+ V 

' Y::c:: max 

Problema da Cobertura de Vértices Mínima (C\M): Da 
do um grafo G = (V,E), V' c= V é uma cobertura de vértices 
de G se V (u,v) E E, u E v' ou v E V'. Cobertura de vérti­
ces mínima é uma cobertura de vértices V . tal que para 
toda cobertura de vértice v', v' çt;_ v . . mln 

- m1n 
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Estes dois problemas: MCI e CVM são NP-completos 
e estão intimamente ligados da seguinte forma: se G=(V,E) 
e um grafo e V' c: V é máximo conjunto independente de G, 
V- V' é uma cobertura de vértices mínima para G. Entretan 
to o problema MCI não possui algoritmo aproximativo com 
RA < oo enquanto que para o problema CVM tem algoritmo aprQ 
x1mativo com RA ~ 2 /GAR 79/. 

Para exemplificar como a transformação que pre­
serva a otimalidade de uma solução não necessariamente pr~ 
serva a qualidade de uma solução aproximada /GAR 79/ apre­
senta o seguinte caso: suponha que se tem um grafo G=(V,E), 
com 1000 vértices ( jvj =1000) , a cobertura de vértices mi 
nima para G tem 490 vértices e o algoritmo aproximativo A, 
para o problema tem RA ~ 2 portanto a solução encontrada 
pelo algoritmo, V' é ~al que jv• I < 980. Usando a transfor 
mação entre os problemas apresentada antes (máximo con= 
junto independente= V- V'), chega-se a seguinte razão: 

1000-490 
1000-980 

510 = 25 5 
20 , 

5.3 Algoritmos pseudopolinomiais 

A complexidade de um algoritmo é calculada em 
funxão do tamanho da entrada, mas então depende da codifi­
caçao da entrada. Um número k codificado em binário é re­
presentado por l_!-og 2kj + 1 dígitos. Esta codificação é tr~ 

dicionalmente aceita e uma codificação em uma base maior 
que dois é também aceita porque não altera a grandeza da 
complexidade do algoritmo, i.é se no primeiro caso, um al­
goritmo é de complexidade polinomial ou exponencial, conti 
nua sendo polinomial ou exponencial se a base de codifica= 
ção for alterada para uma base maior. Mas se for utilizada 
a representação unária. O resultado não é o mesmo. Este en 
foque propicia a definição de outros problemas. 

Um algoritmo A é dito de complexidade pseudopoli 
nomial, quando sua complexidade é polinomial para o tamanho 
da entrada, quando a entrada é codificada em unário. 

Um problema NP-completo que admite algoritmo pse~ 
dopolinomial é dito "NP-completo fraco". Existem também 
problemas cuja possível existência de algoritmo pseudopolino­
miaJ implica na igualdade P=NP. Esses problemas são chama­
dos "NP-completos forte". O problema do Caixeiro Viajante 
é NP-completo forte /GAR 79/. 

Um exemplo de problema pseudopolinomial e o pro­
blema da partição /GAR 79/. 

Existem problemas cujos valores dos dados de en­
trada crescem polinomialmente com a quantidade de dados, 
nesses casos um algoritmo pseudopolinomail é na verdade um 
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algoritmo polinomial e se o problema é NP-completo é NP~ 
-completo for-te. Um exemplo, é o problema do circuito Ha.­
miltoniano: a entrada é um grafo G(V,E), o maior valor de 
um dado, então, não necessita exceder de n = lvl ou m = lEI 
e a quantidade de dados é max {m,n}, mesmo se codificada em 
unário /SZW 84/. 

Um resultado interessante foi obtido por Ibarra 
e Kim, que converteram um algoritmo pseudopolinomial para 
o problema da Mochila num algoritmo aproximativo com uma 
perda limitada de exatidão /GAR 79/. 

A idéia é utilizar um método de desenvolvimento 
de algoritmos aproximativos que Horowitz em /HOR 78/ chama 
de "rouding", que consiste em dada uma instância de um pro 
blema de otimização encontrar outra instância tal que a so 
lução ótima do segundo interpretado na instância original 
é uma boa aproximação da solução da instância original. E 
a solução Ótima da instância modificada é obtida em tempo 
pólinomial. Esse método pode ser aplicado a qualquer pro­
blema de otimização do tipo: Calcular 

n n 
max L: p.x. restrito à L: a .. x. < t 

X i=l l l i=l lJ J 

ou 1, 1 < i < n, p 1. , a.. > O. 
lJ 

6. CONCLUSÕES 

1 < j o 

Muitos problemas importantes, de grande aplicabi 
lidade são NP-completos, portanto os algoritmos conhecidos 
que os resolvem são ineficientes, assim duas alternativas 
se apresentam: 

- Evitar a procura exaustiva, fazendo urna esco­
lha inteligente, evitando soluções parciais que certamen­
te não levam a uma solução total. Nesse sentido é muito útil 
a técnica de desenvolvimento de algoritmo Programação Dinâ 
mica /TOS 86/ e /HOR 78/. 

- Para problemas de otimização, ao invés de pr~ 
curar a solução ótima, procurar uma boa solução em um t~ 
po razoável, i. é procurar um algoritmo aproximativo. Duas 
técnicas são usadas para projeto de algoritmos aproximati­
vos. Un1a consiste em cons-truir iterativamente conjuntos de 
soluções parciaisv dividir o domínio das soluções parciais 
em intervalos, escolher uma soluçã.o em cada inte:cvalo, até 
alcançar uma solução to·tal na vizinhança (tão próxima quan 
to se ) da solução otima. Outra é modificar a ins·tâ!! 
cia original de maneira a, em tempo polinomial encontrar a 
solução Õtima da instância modificada, que deve ser uma boa 
aproximação (tão boa quanto se queira) da solução Õtima da 
instância original /HOR 78/. 
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de algoritmos aproximativos muitos pro~ 
blemas, como o e.xemplo da secção 5, estão satisfatoriamen­
te resolvidos. 

Infelizmente existem também os problemas que não 
admitem bons algoritmos aproxiillativos em tempo polinomial, 
a não ser s:e P = NP, como o problema do Caixeiro V:i!aj an­
te apresentado na secção 5.1. Assim o problema de achar um 
algoritmo aproximativo polinomial, de qualidade assintóti­
ca limitada para o CV é então também um problema intratá 
vel. Para o problema·de coloração de grafos não se conhece 
algoritmo aproximativo com qualidade absoluta limitada (RA 
< 00) • 

Outros problemas, ainda, estã_o numa classe meio 
nebulosa, como o de decidir se duas expressões regulares são 
equivalentes e o de decidir se uma dada palavra é gerada 
por uma certa gramática sensível do contexto. Esses proble 
mas são NP-dificeis, i. é são reduzíveis polinomialmente a 
problemas NP-completos. Como problemas NP-difíceis tem a 
propriedade de não serem resolvidos em tempo polinomial a 
não ser se P=NP, mas não se sabe se são eles, problemas NP 
ou não /WEI 77/. Ou problemas como: decidir se dois grafos 
são isomorfos, ou dado um inteiro, saber se ele é primo. 
Esses são problemas NP, mas não foi possível reduzi-los po 
linomialmente a um problema NP-completo, nem se conhece 
algoritmos polinomiais que os resolva. 

Esforços estão sendo dispendidos no sentido de e~ 
tender os resultados positivos obtidos na área, como trans 
formar um algoritmo pseudopolinomial em um algoritmo apro= 
ximativo polinomial, com perda limitada de qualidade; apl! 
car técnicas de otimização para melhorar algoritmos apro­
ximativos e ·transformar algoritmos aproxima ti vos, para apH 
cá-los a outros problemas. Nem sempre, entretanto, os re-­
sultados são os esperados. A existência ou não de algorit­
mos aproximativos de qualidade assintótica limitada parece 
não respeitar o fato de muitos problemas estarem intimámen 
te relacionados por uma transformação polinomial, não sen= 
do possível usar a mesma transformação para transformar um 
algori.tmo aproximativo para L1Ill problema em um algoritnn apr9 
ximativo para o outro, sem perda considerável de qualida~ 
de, como no exemplo da secção 5.2. 

No fracasso de uma tentativa de alcançar tlm re~ 

sultado t:i vo (como enconi:rar u:rn bom algoritmo 
rrtati·vo.., ou trélrisfo:crnar urn 
borr~ a t"rr1o 'IO 
este resultado 
sa prova,, 

tffi() 

id.o se 
fech;::[do, 

que 
es= 

Na ãrea de EscalonaiTI.ento de Tarefas mLü-tos sao 
os 
goritmos aproximativos 
ção, como por exemplo para 
lonamento õtirno de tarefas 

7 , 7 , /PIN 83/. Al 
ser claramente a melhor solu= 

o problema de encontrar o esca­
cam penalidades, no caso em que 
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o custo em tempo de computador necessário para encontrar a 
solução ótima excede a maior penalidade. 

Para outros problemas os algoritmos aproximati­
vos não tem uma vantagem tão clara, mas para instâncias re 
lativamente grandes são a Única solução viável. 
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